10 Eigenschaften von Prozeduren

Dal? 1+ 1 gleich 2 ist, ist eirBeispielfiir die Arbeitsweise der Addition. Dieses Beispiel
koénnte auch als Testfall fir eine programmierte VersionAtddition durchgehen. Unter

Umstanden kann ein Beispiel, als Testfall formuliert, aifehler in einem Programm fin-
den. Allerdings ist das Formulieren von Beispielen mihsaahlimmer noch, eine Menge
von Testféllen reicht nur selten aus, um die KorrektheieelProzedur auch zu garantieren:
Die Testfalle decken meist nicht alle mdglichen Anwendumgimer Prozedur ab. Darum
ist es oft sinnvoll, statt isolierter Beispiele allgemekigenschaften zu formulieren und zu
Uberprifen —am besten sogar, diese zu beweisen. DieseeKagigt, wie das geht.

10.1 Eigenschaften von eingebauten Operationen

In diesem Abschnitt wird die Formulierung und Uberpriifuran\Eigenschaften anhand
von bekannten eingebauten Operationen-+yind, = etc. demonstriert.

10.1.1 Binare Operationen

Eine allgemein bekannte Eigenschaft der Addition istkbenmutativitat
a+b=b+a

Auch wenn intuitiv die Bedeutung klar ist, ist die Eigendthgenau genommen so noch
nicht prazise schriftlich festgehalten, da nicht notistf wasa und b sind: Die Idee ist
natlrlich, dafa undb beliebigeZahlensind. Im allgemeinen also:

(vaeC,beC)a+b=b+a
(Wer sich mit der Vorstellung komplexer Zahlen nicht wohltiikann dasC auch durchR
oder(Q ersetzen.)

In Scheme laRkt sich diese Eigenschaft fur die eingebauteeBuo+ aufschreiben — das
v ist auf den meisten Tastaturen nicht vertreten und wird ™aausgeschrieben (siehe
Abbildung 10.1):

(for-all ((a nunber)
(b nunber))
(=(+ab) (+ba)))

Das Ergebnis dieses Ausdrucks wird in der REPL etwas undiaftig angezeigt:
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For-al | ermdglicht das Formulieren vdgigenschaftenEin f or - al | -Ausdruck hat dig
folgende allgemeine Form:

(for-all ((vi 1) ... (Va Cn)) D)

Dabei mussen dig Variablen sein, die; Vertrage undod (der Rumpf) ein Ausdruck, ddr
entweder einen booleschen Wert oder eine Eigenschatfttli€ferf or - al | -Ausdruck ha
als Wert eine Eigenschaft, die besagt, thefilt fir alle Werte derv;, welche die Vertrag
¢ erfillen.

Abbildung 10.1  for-all

Check-property testet eine Eigenschaft analog zheck-expect. Eine check-
proper t y-Form sieht so aus:

(check-property €

e ist ein Ausdruck, der eine Eigenschaft liefern muR — in degdRalso einfor-al | -
Ausdruck.

Bei der Auswertung setztheck- property fur die Variablen def or - al | -Ausdriicke ver
schiedene Werte ein und testet, ob die Eigenschaft jewdilit ést.

Check- property funktioniert nur fir Eigenschaften, bei denen aus den &gén sinn
voll Werte generiert werden kénnen. Dies ist fur die meistérgebauten Vertrage dgr
Fall, aber nicht fur Vertragsvariablen und Vertrage, die pniedi cat e, property oder
def i ne-record- procedur es definiert wurden.

Abbildung 10.2  check- property

< #<:property>

Diese Eigenschaft laf3t sich mit Hilfe deheck- pr operty-Form (siehe Abbildung 10.2)
Uberprifen:

(check- property
(for-all ((a number)
(b nunber))
(= (+ab) (+ba))))

Check- property fungiert, wiecheck- expect odercheck-wi t hi n, als Testfall und wird
auch als solcher ausgewertet. B#atsachlich kommutativ ist, lauft der Testfall auch an-
standslos durch.

Interessanter wird es erst bei Eigenschaften, die niaminséin. Zum Beispiel ist die Sub-
traktion- nicht kommutativ:

(check- property
(for-all ((a nunber)
(b nunber))
(= (- ab)

(- ba)))

A3
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Hierfur liefert DrScheme folgende Meldung:

Ei genschaft falsifizierbar nit a =[0.0]b =[-1.5]

Falsifizierbarbedeutet, dal3 es eiBegenbeispidiir die Eigenschaft gibt, also Werte fir die
Variablena undb, welche die Eigenschaft falsch werden lassen. DrSchemia kiasem
Fall ein Gegenbeispiel gefunden, bei demen Wert 00 undb den Wert 15 hat:

.0 -1.5)
.5
1.5 0.0)
— -1.5

0
1

(_
(-

Dieses Beispiel widerlegt also tatsachlich die Behauptiergzigenschaft.

Hinter den Kulissen hat DrScheme verschiedene Wertea fimd b durchprobiert und in
die Eigenschaft eingesetzt, also effektiv nach einem Qegjepiel gesucht. Fir die Kom-
mutativitat von+ gibt es kein Gegenbeispiel — DrScheme konnte also auch FKaiten.
DalR ausgerechnet das merkwurdige Beisp@luhd—1.5 herauskam, liegt an der relativ
komplexen Suchstrategie von DrScheme.

Auf diese Art und Weise lassen sich eine Reihe von interéssdfigenschaften formulie-
ren, so zum Beispiel die Assoziativitat ven

(check- property
(for-all ((a nunber)
(b nunber)
(¢ nunber))
(= (+a(+bc))
(+ (+ab)c))))

Hierbei gibt es allerdings eine bdse Uberraschung — DrSehanoduziert ein Gegenbei-
spiel:

Ei genschaft falsifizierbar mt
a = [2.6666666666666665| b = |6.857142857142857 | ¢ = |- 6. 857142857142857 |

Es ist kein Zufall, daB es sich um Zahlen mit vielen Nachkostelken handelt. Wenn
dieses Gegenbeispiel in die Eigenschaft eingesetzt viéféri die REPL folgende Ergeb-
nisse:

(+ 2.6666666666666665 (+ 6.857142857142857 -6.857142857142857))
— 2.6666666666666665

(+ (+ 2.6666666666666665 6.857142857142857) -6.857142857142857)
— 2.666666666666667

Hier wird sichtbar daR3, wie bereits in Abschnitt 2.2 erwélmei Berechnungen mit soge-
nannteninexakten Zahlendas sind Zahlen mit einem Dezimalpunkt, die mathematische
Operationen nur mit einer begrenzten Anzahl von Stellecltyefihrt werden und dann
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runden — da auch noch bindr und nicht dezimal gerundet wiet} slas Ergebnis dieser
Rundung oft unintuitiv aus. Dieses Beispiel zeigt nun, daldifion plus binare Rundung
nicht assoziativ ist. Die Assoziativitat gilt nur fur dasdReen mitexakten Zahlenimmer-
hin sind alle Zahlen, die den Vertragti onal erfullen, exakt, die Eigenschaft I3t sich
also reformulieren:

(check- property
(for-all ((a rational)
(b rational)
(c rational))
(= (+a(+bc))
(+ (+ab)c))))

Und tatsachlich, in dieser Form wird die Eigenschaft niddrstandet.

Kommutativitdt und Assoziativitat sind jeweils Eigensitba einer einzelnen Operation,
in diesem Falk. Manche Eigenschaften beschreiben auch das Zusammensgietrer
Operationen, wie zum Beispiel die Distributivitét, die fndition und Multiplikation gilt:

(VaeC,beC,ceC)a-(b+c)=a-b+b-c

Auch dies laRt sich direkt nach Scheme Ubersetzen, diesieiahgnit rati onal statt
nunber :

(check- property
(for-all ((a rational)
(b rational)
(c rational))
(= (* a(+bc))
(+(*ab) (*ac)))))

Auch hier hat DrScheme nichts zu meckern.

Diese drei Eigenschaften — Kommutativitat, Assoziativitdd Distributivitét — tauchen
immer wieder auf, da sie nicht nur fur arithmetische Operah gelten (auch die Mul-
tiplikation ist kommutativ und assoziativ) sondern aucliemswo. Zum Beispiel gelten
Kommutativitat und Assoziativitat auch fur das logiseng:

(check-property
(for-all ((a bool ean)
(b bool ean))
(bool ean=? (and a bh)
(and b a))))

(check-property
(for-all ((a bool ean)
(b bool ean)
(¢ bool ean))
(bool ean=? (and a (and b c))
(and (and a b) ¢))))



10.1 Eigenschaften von eingebauten Operationen 133

Hier mul3 die eingebaute Prozedwrol ean=? verwendet werden, die boolesche Werte
vergleicht, analog zu, die nur Zahlen vergleichen kann.

Genau wier und* erfullen auchand undor die Distributivitat;

(check- property

(for-all ((a bool ean)
(b bool ean)
(¢ bool ean))

(bool ean=? (and a (or

(or b c))
(or (and a b

) (and a c)))))

Analoge Eigenschaften gelten fiir.
Auch das DeMorgan’sche Gesetz (siehe Abschnitt B.1) |&RtisiScheme formulieren:

(check- property
(for-all ((a bool ean)
(b bool ean))
(bool ean=? (not (and a b))
(or (not a) (not b)))))

Bei vielen Operationen ist auRerdem interessant, ob si@eitrales Elemenbesitzen,
also ein Argument, das daflr sorgt, dal’ die Operation eisrasdArgument unverandert
zuruckgibt. Die Addition hat z.B. die 0 als neutrales Elemen

(check- property
(for-all ((a rational))

(=(+2a0) a))

Streng genommen ist damit nur gesichert, dafc@itsneutrales Elemeist, also von rechts
addiert das andere Argument unverandert herauskommt. éu&uinmutativitat folgt aber,
daf3 jedes rechtsneutrale Element auch ein linksneutrideseht ist.

Bei manchen Operationen gibt es neben dem neutralen Elerugatiem Element auch
eininverses ElementWenn eine binare Operation auf ein Element und sein Ingeange-
wendet wird, so mufld das neutrale Element herauskommen.eBéidtlition entsteht das
Inverse zu einer Zahl durch Umdrehen des Vorzeichens:

(check- property
(for-all ((a rational))

(=(+a(-2a)0))

(check-property
(for-all ((a rational))

(=(+(-a a 0))

Hier noch einmal eine Zusammenfassunge der in diesem Altsti@mandelten Eigen-
schaften, mit Kurzfassungen der mathematischen Forrualfien:
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Einelmplikationin einer Eigenschaft wird folgendermalRen geschrieben:

(==> e &)

Dabei muf3e ein Ausdruck mit booleschem Wert sein (dieraussetzurjgund e, eine
Eigenschaft oder ein boolescher Ausdruck. Die Implikatiefert ihrerseits wieder eing
Eigenschaft, die gilt, wena, immer dann gilt, wenn die Voraussetzung erfillt ist, aitg
liefert.

Abbildung 10.3  ==>

Mantra 11 (Eigenschaften von binaren Operationen) Folgende Eigenschaften sind prin-
zipiell auf allebinarenOperationen denkbar, die zwei Elemente einer Mévigdzeptieren
und wiederum ein Element vavl zuriickgeben.
e Kommutativitataxb =bxa
Assoziativitat(axb) xc = ax (bxc)
Distributivitita® (bxc) = (a®@b)x (a®c); (bxc)®@a= (b®a)x(c®a)
neutrales Elemenagkv = a; vxa=a)
e inverses Elemerdxa l=v;a lxa=v

10.1.2 Eigenschaften von binaren Pradikaten

Die Prozedur pafdt nicht in das Scheme der Eigenschaften des folgendeshAilis. Sie
hat folgenden Vertrag:

(: = (nunber nunber -> bool ean))

Damit konsumiert sie zwar zwei Argumente aus derselben Eeigfert aber einen boo-
leschen Wert zurtick. Stattdessen handelt es sich uilbigdines Pradikabzw. einebinare
Relation Fir bindre Relationen kommt ein anderer Satz EigenschaftErage. (Die ma-
thematische Seite ist in Anhang B.5 beschrieben.) Inslieserist= eine Aquivalenzrela-
tion und damitreflexiv, symmetrisclundtransitiv.

Die Reflexivitat besagt, dal3 jedes Element der Grundmengiigsem Fall die Menge der
Zahlen) zu sich selbst in Beziehung steht:

(check- property
(for-all ((a nunber))
(= aa)))
Die Symmetrie bedeutet fir, dal aug= a b) — #t das ,Spiegelbild‘(= b a) —
#t folgt. Mathematisch geschrieben sahe das so aus:

(VaeC,beC)a=b=b=a

Der Implikationspfeil= wird in Scheme==> geschrieben. (Siehe Abbildung 10.3.) Der
Test der Symmetrie sieht also folgendermaf3en aus:
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(check- property
(for-all ((a nunber)
(b nunber))
(::> (: a b)
(=ba))))

Ahnlich lauft es mit der Transitivitat: Wenn zwei Zahlarundb gleich sind sowieb und
eine dritte Zaht, dann mussen auchund c gleich sein:

(check- property
(for-all ((a nunber)
(b nunber)
(¢ nunber))
(==> (and (= ab) (=Dbc))
(=ac))))

Neben den drei Eigenschaften von Aquivalenzrelationénatich gelegentlich die Eigen-
schaftAntisymmetrieauf (die mathematische Definition steht in Anhang B.5).

Mantra 12 (Eigenschaften von binaren Pradikaten)  Folgende Eigenschaften sind fur bi-
nare Pradikate denkbar:

¢ Reflexivitata «~ a

e Symmetriea «w b= b« a

e Transitivitdta «~ bAb«w Cc=a«w C
e Antisymmetriea «~ bAb«wa=a=Db

10.2 Eigenschaften von Prozeduren auf Listen

Es wird Zeit, Eigenschaften von selbstgeschriebenen Buoee zu Uberprifen. In die-
sem Abschnitt geht es um einige der Prozeduren, die aufrLégterierenconcat enat e,
invert, undlist-sum

10.2.1 Eigenschaften von concat enat e

Die Prozeduconcat enat e aus Abschnitt 7.2 hangt zwei Listen aneinander. Aemitat enat e
ist assoziativ. Wenn drei Listen mit Hilfe varoncat enat e aneinandergehangt werden,
spielt es keine Rolle, ob zuerst die ersten beiden oder tzdieretzten beiden Listen an-
einandergehéangt werden. Nach dem Muster der Assoziatwaté+ undand sieht der Test
dieser Eigenschaft folgendermafien aus:

(check- property

(for-all ((lis-1 (list nunber))
(lis-2 (list nunber))
(lis-3 (list nunber)))
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(... (concatenate (concatenate lis-1 lis-2) lis-3)
(concatenate lis-1 (concatenate lis-2 lis-3)))))

Beim Test ist der Vertrag vohi s- 1, | i s-2 undl i s- 3 jeweils(list nunber). Der Ver-
trag vonconcat enat e

(: concatenate ((list %) (list %) -> (list %)))

suggeriert allerdings, dal der Vertrag vars-1, | is-2 und|is-3 jeweils (list %)
lauten sollte, also allgemeiner dlsi st nunber). Vertrage mit Vertragsvariablen funk-
tionieren allerdings nicht im Zusammenhang mit Eigengeimafwie folgendes Beispiel
zeigt:

(check-property
(for-all ((x %))
o))

Dieser Code liefert die Fehlermeldung ,Vertrag hat keinean&ator”: Das liegt daran,
daR die Vertragsvariabl#a zuwenig Information Gber die zugrundeliegenden Werte lie-
fert, als daR DrScheme sinnvoll Werte fiir die Tests germmi&bnnte. Aus diesem Grund
missen infor-all immer ,konkrete* Vertrdge ohne Vertragsvariablen angegeler-
den. (Aus ahnlichen Grunden funktionieren auch einige mndeten von Vertrédgen nicht
beifor-all, inbesondere Record-Vertrage. Prozedurvertrage siacdalhs zulassig und
werden in Abschnitt 10.3 behandelt.)

Furconcat enat e ware es zwar griindlicher, die Tests auch noch fir andererseon Li-
stenelementen atsinber durchzufilhren — da abepncat enat e mit den Listenelementen
nichts anfangt, aulRer sie in weitere Liste zu stecken, reliehFormulierung der Eigen-
schaft mit(li st nunber) aus.

Es bleibt noch ein weiteres Problem bei der Formulierungddspziativitat flrconcat enat e:
Es steht noch keine Prozedur fir den Vergleich der beideerisur Verfligung, die mufd
erst noch geschrieben werden. Kurzbeschreibung und gertra

. Zwei Listen aus Zahlen vergleichen
(: nunber-list=? ((list number) (list nunber) -> boolean))

Die Testfélle sollten insbesondere Listen unterschibdlid_&nge berlcksichtigen:

(check-expect (nunber-list=? enpty enpty) #t)

(check-expect (nunmber-list=? (list 1.0 2.0 3.0) (list 1.0 2.0 3.0)) #t)
(check-expect (nunber-list=? (list 1.0 2.0 3.0) (list 1.0 2.0)) #f)
(check-expect (nunber-list=? (list 1.0 2.0) (list 1.0 2.0 3.0)) #f)
(check-expect (nunber-list=? (list 1.0 2.0 3.0) (list 1.0 2.1 3.0)) #f)
Die erste Schablone, ausgewahlt nach dem ersten Listenetd i s- 1, sieht so aus:

(define nunber-1ist=?
(lanbda (lis-1 lis-2)
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(cond
((empty? lis-1)

o)
((pair? lis-1)
. (first lis-1) ...
. (nunber-list=? (rest lis-1) ...) ...))))

Die Schablone fir den zweiten Listenparaméties- 2 wird in beide Zweige desond
eingesetzt:

(define nunber-1list=?
(lambda (lis-1 1is-2)
(cond
((empty? lis-1)
(cond
((enpty? lis-2) ...)
((pair? lis-2)
(first lis-2) ...
... (number-list=? ... (rest 1is-2)))))
((pair? lis-1)
. (first lis-1) ...
. (nunmber-list=? (rest lis-1) ...) ...
(cond
((enpty? lis-2) ...)
((pair? lis-2)
(first lis-2) ...
(nunber-list=? ... (rest 1is-2))))))))

Es gibt also insgesamt vier Falle bei den Verzweigungen:

e Im ersten Fall sind beide Listen leer, das Ergebnis isti#élso

e Im zweiten Fall ist die erste Liste leer und die zweite niebtl Das Ergebnis ist al¢d
und die Schablonenelemente sind tberflissig.

e Im dritten Fall ist die erste Liste nichtleer und die zweigerl Das Ergebnis ist also
wiederumgf .

e Imvierten Fall sind beide Listen nichtleer und in der Schablstehen die jeweils ersten
Elemente voriis-1 undlis-2. Die beiden Listen sind nur gleich, wenn die beiden
ersten Elemente gleich sind. AuRerdem missen natirlichadten Reste der Listen
ebenfalls gleich sind — die beiden rekursiven Aufrufe aus Sehablonen kénnen also
kombiniert werden:

(define nunber-1ist=?
(lambda (lis-1 1is-2)
(cond
((enmpty? lis-1)
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(cond

((enpty? lis-2) #t)
((pair? lis-2) #f)))

((pair? lis-1)

(cond
((enpty? lis-2) #f)
((pair? lis-2)

(and (= (first lis-1) (first lis-2)
(nunber-list=? (rest lis-1) (r

)
est 1is-2)))))))))

Damit kann jetzt die Assoziativitat vazoncat enat e getestet werden:

(check-property

(for-all ((lis-1 (list nunber))

(lis-2 (list nunber))

(lis-3 (list nunber)))
(nunmber-1ist=? (concatenate (concatenate lis-1 1is-2) lis-3)

(concatenate lis-1 (concatenate lis-2 1is-3)))))

Concat enat e hat auf3erdem ein neutrales Element, und zwar sowohl imniakeauch im
rechten Argument:

(check- property
(for-all ((lis (list number)))
(nunber-list=? lis (concatenate enpty lis))))

(check- property
(for-all ((lis (list number)))
(nunber-list=? lis (concatenate lis enpty))))

Concat enat e ist allerdings demonstrierbar nicht kommutativ. Der ergspende Test sieht
SO aus:

(check- property

(for-all ((lis-1 (list nunber))

(lis-2 (list nunber)))

(nunber-1ist=? (concatenate lis-1 lis-2)
(concatenate lis-2 lis-1))))

DrScheme liefert hierfur ein Gegenbeispiel:

Ei genschaft falsifizierbar mt
lis-1 = [#<list -3.75>| lis-2 = [#<list 1.5 1.5>

10.2.2 Eigenschaften von nunber-1|i st =?

Wie der Zufall so will, hat auch die Hilfsprozedaunber - 1i st =? interessante Eigen-
schaften: Wie= muf3 auchunber - | i st =? eine Aquivalenzrelation sein — schlief3lich te-
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stet sie wie= auf Gleichheit. Die dazugehdrigen Eigenschaften — Refii@xj\Symmetrie
und Transitivitat — kdnnen ebenso wie bdormuliert werden:

Reflexivitat:

(check- property
(for-all ((lis (list nunber)))
(nunber-1ist=? lis lis)))

Symmetrie:

(check- property
(for-all ((lis-1 (list number))
(lis-2 (list nunber)))
(==> (nunber-list=? lis-1 lis-
(nunber-list=? lis-2 lis

2)
-1))))

Transitivitat

(check-property
(for-all ((lis-1 (list nunber))
(lis-2 (list nunber))
(lis-3 (list nunber)))
(==> (and (nunber-list=? lis-1
(nunber-list=? lis-2

lis-2
lis-3
(nunmber-list=? lis-1 lis-3))

)

)
))

s
s
)

10.2.3 Eigenschaften von i nvert

Die Prozedur nvert aus Abschnitt 8.1 dreht die Reihenfolge der Elemente eirste L
um. Eine naheliegende Eigenschaft vowert ist, daf? zweimaliges Umdrehen wieder die
Ursprungsliste liefern sollte:

(check- property
(for-all ((lis (list number)))
(nunber-list=? lis (invert (invert lis)))))

Auch beii nvert enthalt der Vertrag eine Vertragsvariable:
(: invert ((list %) -> (list %)))

Genau wie betoncat enate machti nvert mit den Listenelementen nichts spezielles,
es kénnen also auch zum Beispiel Zeichenketten benutzteneiiese Anderung allein
funktioniert allerdings nicht:

(check-property
(for-all ((lis (list string)))
(nunmber-list=?1lis (invert (invert lis)))))
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Expect liefert eine Eigenschaft analog zur Funktionsweise wdeck-expect. Ein
expect -Ausdruck hat folgende Form:

(expect & &)

e, und e, sind Ausdriicke. Die resultierende Eigenschaft ist erfilknne; und e, den
gleichen Wert liefern — der Vergleich wird dabei wie lbéeck- expect angestellt.

Abbildung 10.4  expect

Die Prozedumunber -1 i st =? funktioniert nur auf Listen von Zahlen. Es ware mdglich,
nunber - | i st =? Uber der Vergleichsprozedur auf den Elementen zu abstesthiaber es
ware trotzdem umsténdliche Arbeit nur fir den Zweck deseFestDeshalb gibt es eine
Vereinfachung analog zoheck- expect . Die eingebaute Formaxpect akzeptiert zwei
beliebige Werte und ist dann erfullt, wenn diese Werte gleind. (Siehe Abbildung 10.4.)
Die Eigenschaft vomnnvert sieht damit so aus:

(check- property
(for-all ((lis (list string)))
(expect lis (invert (invert lis)))))

Viele Prozeduren auf Listen haben Eigenschaften, welcbePdbzedur jeweils im Zu-
sammenspiel mit einer oder mehreren anderen Prozedumgenz@&ei Prozeduren mit Li-
sten ist es haufig interessant, das Zusammenspialamitat enat e zu betrachten. Damit
concat enat e etwas sinnvolles tun kann, sind zwei Listen notwendig:

(check-property
(for-all ((lis-1 (list nunber))
(lis-2 (list nunber)))
)

Auf diese zwei Listen kannoncat enat e aber auch jeweilsnvert angewendet werden:

(check- property
(for-all ((lis-1 (list number))
(lis-2 (list nunber)))
(invert lis-1) ...
(invert lis-2)
(invert (concatenate lis-11is-2)) ...))

Wie laRt sich die Listéinvert (concatenate lis-1 Iis-2)) noch beschreiben? An-
genommen]is-1 ist die Liste#<list 1 2 3> undlis-2 die Liste#<list 4 5 6>.
Dann gilt:

(invert (concatenate lis-1 1is-2))

(invert (concatenate #<list 1 2 3> #<list 4 5 6>))
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= ... = (invert #<list 1 23 45 6>)
N N
lis-1 lis-2
= ... = #<|ist 654 321 >
N——"

N——
(invert lis-2) (invert lis-1)
Dies laf3t vermuten, daR die gesuchte Eigenschaft folgeradgen aussieht:

(check- property
(for-all ((lis-1 (list nunber))
(lis-2 (list nunber)))
(expect (invert (concatenate lis-1 lis-2))
(concatenate (invert lis-2) (invert lis-1)))))

Mantra 13 (Eigenschaften von Prozeduren auf Listen) Prozeduren, die Listen konsumie-
ren, haben haufig interessante Eigenschaften im Zusamiakemspconcat enat e.

10.2.4 Eigenschaftenvon |i st-sum

Li st - sumaus Abschnitt 6.2 ist, wienvert, eine Prozedur, die eine Liste akzeptiert. Ge-
nau wie bei nvert ist es eine gute Idee, die Interaktion zwischest - sumundconcat enat e
zu untersuchen. Es missen also wieder zwei Listen her — dieveut analoge Vorgehens-
weise liefert folgende Schablone:

(check-property
(for-all ((lis-1 (list nunber))
(lis-2 (list nunber)))
(list-sumlis-1)
(list-sumlis-2)
(l'ist-sum (concatenate lis-1 1is-2))

Dal i st - sumdie Elemente der Liste addiert und die Addition assoziativmufte folgen-
des gelten:

(check-property
(for-all ((lis-1 (list nunber))
(lis-2 (list nunber)))
(expect (+ (list-sumlis-1) (list-sumlis-2))
(list-sum (concatenate lis-11is-2)))))

Hier allerdings schlagt das Rundungsproblem aus Absctitt 1 wieder zu: Die Addition
auf nunber ist ebennicht assoziativ, aber immerhin aufti onal . Der fertige Test muf3
also so aussehen:

(check- property
(for-all ((lis-1 (list rational))
(lis-2 (list rational)))
(expect (+ (list-sumlis-1) (li
te

st-sumlis-2))
(list-sum (concatenate |

is-11is-2)))))
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Expect - wi t hi n liefert eine Eigenschaft analog zur Funktionsweise wbeck- wi t hi n.
Ein expect - wi t hi n-Ausdruck hat folgende Form:

(expect-within e, e €)

€1, & und g5 sind Ausdriicke, wobegs eine reelle Zahl liefern mul3. Die resultiererjde
Eigenschatft ist erflllt, wene, unde, den gleichen Wert liefern — der Vergleich wird dapei
wie beicheck-wi t hi n angestellt, d.h. alle inexakten Zahlen in den Ergebnissaryund
€ mussen nicht gleich sein, durfen sich aber héchstenssuraneinander unterscheidep.

Abbildung 10.5 expect-wi thin

Eine Alternative ist die Verwendung der Foaxipect - wi t hi n, die eine Eigenschaft ana-
log zucheck- wi t hi n erzeugt. (Siehe Abbildung 10.5.)

Mit expect - wi t hi n sieht der Testfall folgendermal3en aus:

(check-property
(for-all ((lis-1 (list nunber))
(lis-2 (list nunber)))
(expect-within (+ (list-sumlis-1) (list-sumlis-2))
(list-sum (concatenate lis-1 lis-2))

0.1)))

Auch dieser Testfall lauft durch.

Auch der Test fur die Assoziativitat vonaus Abschnitt 10.1.1 kann mekpect -wi t hi n
formuliert werden:

(check-property
(for-all ((a nunber)
(b numnber)
(¢ nunber))
(expect-within (+ a (+ b c))
+ (+ab) c)
0.1)))
So wie sich die Assoziativitat vonin einer Eigenschaft vohi st - sumniederschlagt, tut
dies auch die Kommutativitat: Sie besagt, dal3 die Reihgafder Elemente der Liste kei-
ne Rolle spielt. Eine einfache Mdglichkeit, dies zu tesistwiederum mit zwei Listen zu
arbeiten und diese einmal in der einen und dann in der anéRcbtung aneinanderzuhan-
gen:

(check- property
(for-all ((lis-1 (list rational))
(lis-2 (list rational)))
(expect (list-sum (concatenate lis-1 lis-2))
(l'ist-sum (concatenate lis-2 lis-1)))))
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10.3 Eigenschaften von Prozeduren héherer Ordnung

In Abschnitt 9.5 wurde bereits eine Eigenschaft eanry unduncur ry aufgefihrt:

(uncurry (curry p)) = p

Mit anderen Wortencurry und uncurry sind jeweils Inverse voneinander. Auch diese
Eigenschaft laRt sich direkt miheck- property undfor-all formulieren. Zu beachten
ist wieder, obwohtur ry unduncurry polymorphe Vertrage mit Vertragsvariablen haben,
daf fur den Test mitheck- property ein ,konkreter* Vertrag ohne Vertragsvariablen fir
das Prozedur-Argument benutzt werden muf3, also zum Begpieng:

(check-property
(for-all ((proc (string string -> string)))
(expect (curry (uncurry proc))

proc)))
Leider schlagt dieser Test fehl, und zwar mit einer myssemiMeldung:

Ei genschaft falsifizierbar nit |#<procedure:?>|

Offenbar ist DrScheme also der Ansicht, es hat eine Proggefunden, welche die Eigen-
schaft nicht erfillt, kann aber nicht genau sagen, welclozd?tur: Das liegt daran, daf3
es prinzipiell unmdoglich ist, zwei Prozeduren auf Gleidhlze Uberprifen — Gleichheit
zweier Prozeduren heifdt ja, dafd die eine Prozedur angetvaufleinen Satz Argumente
immerdas gleiche Ergebnis wie die andere Prozedur liefert. IgabBeispiel akzeptiert
proc zwei Zeichenketten, von denen es unendlich viele gibt; décBheit zu Uberprifen,
wurde also unendlich lange daueBipect versucht es darum gar nicht erst, sondern sieht
es als notwendige (nicht als hinreichende) Bedingung &ileichheit zweier Prozeduren
an, daf3 sie Wert desselbeanbda-Ausdrucks sindExpect testet also bei Prozeduren auf
sogenannténtensionale Gleichheitwas soviel heil3t, daBxpect vergleicht,auf welche
Weisedie beiden Prozeduren entstanden sind, nicht aber, ob s&cbettlen Prozeduren
gleich verhaltenDie letztere Eigenschaft heiBktensionale Gleichheit und ist, wie ge-
sagt, nicht effektiv testbar.

Der | ambda-Ausdruck der Prozedur, die vdreurry (uncurry proc)) geliefert wird,
ist aber der Rumpf vonurry, wahrend det anbda-Ausdruck vonpr oc i.d.R. woanders
steht; damit sind die beiden Prozeduren intensional urigleind der obige Test mul’ fehl-
schlagen, auch wenn die beiden Operandenexg@eact aquivalent sind.

Damit eincheck- pr oper t y-Test die Aquivalenz testen kann, muR er selost ry (uncurry
proc)) anwenden:

(check-property
(for-all ((a string)
(b string)
(proc (string string -> string)))
(expect ((uncurry (curry proc)) a b)
(proc a b))))
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Dieser Test funktioniert.

10.4 Programme beweisen

Check- property ist nitzlich, um zu Uberprifen, ob eine Eigenschaft giltradeht. Da
check- property allerdings nur eine endliche Menge zufalliger Tests duiretif reicht es
nicht aus, um sicherzugehen, dal3 eine bestimmte Eigen$éhafle Werte def or-al | -
Variablen gilt: Dazu ist ein mathematischer Beweis notvignd

An verschiedenen Stellen im Buch wurden Beweise fir matkisofee Funktionen durch-
gefuhrt — zuletzt in Abschnitt 6.5 fur eine rekursive FunhtiBeweise tiber mathematische
Funktionen erlauben, bei jedem Schrittan beliebigen &teBleichungen einzusetzen. Be-
weise Uber Prozeduren in Programmen sind schwieriger,eddas Substitutionsmodell
berticksichtigen muissen: Bei jedem Reduktionsschritt kbmmmer nur eine bestimmte
Substitution in Frage.

10.4.1 Arithmetische Gesetze beweisen

Als erstes Beispiel fur den Beweis an einem Programm dienBdeeis der Kommutati-
vitt von+. Der Beweis ist nicht besonders tiefgreifend, demonstaber die wichtigsten
Techniken, die beim Beweisen von Programmen zum Einsatzri@amZu beweisen ist:

(=(+ab) (+ba)
—...— #t

. und zwar fir beliebige Bindungen vanundb an Zahlen. Seien die Zahlen, die @an
bzw. b gebunden sinds undy mit x,y € C. (Die ,mathematischen“ Namen kdnnten auch
a undb sein, aber das birgt ein Verwirrungsrisiko raiundb.) Wenn nun also der obige
Term fur bestimmte Werte voxiundy im Substitutionsmodell reduziert wird, wird zuerst
x fur a undy fur b eingesetzt. Fix =5 undy = 17 also:

(= (+5 17) (+ 17 5))

Der Beweis soll aber fur beliebige Werte fidiund y funktionieren:x undy missen also
im Beweis auftauchen. Um den Unterschied zwischen Vatatés Programmsa undb
und den Zahlen zu machen, die fiundy eingesetzt werden, werden diese noch mit
umgeben:[x] in einem Reduktionsschritt des Substitutionsmodell isb &in Platzhalter
fur ,die Zahl, fur diex steht* — entsprechend fijr Es gilt also:

(=(+ab) (+ba))
= (= X IyD) (+

Dort ist der erste Teilausdruck unterstrichen, der beinearSubstitutionsschritt ersetzt
wird. Wenn die Scheme-Prozedutatsachlich die mathematische Operationealisiert?
wird der TeilausdrucK + [X]| [y]) durchx+y ersetzt — beziehungsweise durch die Zahl,
fur die der mathematische Ausdruek-y steht. Es kommt also wiedér | zum Einsatz:

1Die Komplikationen durch inexakte Zahlen und Rundungeibble hier unberiicksichtigt.
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(= (+ X Iy) (+ Iyl [xD)
= (= [x+y] (+ [yl [X]))

Entsprechend geht es weiter mit der zweiten Summe und Btiblieder Vergleichsopera-
tion =, die dem mathematischen entspricht:

= (= [x+y] [y+x])
= [X+y = y+X]
= #t

Die Kommutativitat der Scheme-Prozedufolgt also aus der Kommutativitat des mathe-
matischent, durch das sie definiert ist.

10.5 Rekursive Programme beweisen

Beweise Uber rekursive Programme sind anspruchsvolletealBeweis der Kommutativi-
tat von+, benutzen aber die gleichen Techniken sowie — genau wie dgeBen mathe-
matischer rekursiver Funktionen — Induktion als Beweispg.

10.5.1 Rekursive Programme auf Listen

Als erstes Beispiel dient die Reflexivitat. Es gilt fir dienBung vorl i s an eine beliebige
Liste von Zahlen folgendes zu beweisen:

(number-list=? lis lis)
= ...=— #t

Wieder wird fUr den Wert der Bindung eine mathematischeade eingefihrt +. Dann
lauft der Beweis auf folgendes hinaus:

(number-list=? lis lis)

= (nunber-list=? [I7 [17)
—...— #t

Die ersten Reduktionsschritte sind:

(nunber-list=? [I] [I])

= ((lanmbda (lis-11lis-2) ...) [I] [I])

— (cond ((enmpty? [I]) ...) ((pair? JI]) ...))

Damit es ab hier weitergeht, muf3 eine Fallunterscheidunggémar der Datendefinition
von Listen und analog zur Konstruktionsanleitung geben.

Angenommen] ist die leere Liste. Dann geht es so weiter:

= (cond ((enmpty? [I1) ...) ((pair? [I]) ...))
— (cond (#t (cond ...)) ((pair? [I]) #f))
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— (cond ((empty? [I]) #t) ((pair’? 1) #))
— (cond (#t #t) ((pair? [l]) #f)
= #t

Fur diesen Fall stimmt die Behauptung also. Angenomrhést,nicht die leere Liste, hat
also erstes Elemeritund Rest. Dann geht die Reduktion folgendermaf3en weiter:

— (cond ((empty? [17) ...) ((pair? 1) ...))

= (cond (#f ...) ((pair? [I]) ...))

= (cond (#t (cond ...)))

— (cond ((enpty? [I1) ...) ((pair? [I) ...))

— (cond (#f ...) ((pair? [I]) )

= (cond (#t (and ...)))

= (and (= (first m) (first [I])) (nunber-list=? ...))
(first [l]) das erste Elemeritliefert, geht es so weiter

= (and (= [f] (first [I])) (nunber-list=? ...))
= (and (= [f] [f]) (nunber- Ilst:? o))

= (and #t (nunber I|st =2 ...))

= (nunber-list=? (rest [l]) (rest [I]))
Da(rest [I]) den Rest liefert, geht es dann so weiter:

= (nunber-list=? [r] (rest [l1]))
= (nunber-list=? [r]| [r])

Weiter geht es unmittelbar nicht: Uberist nichts bekannt. Natiirlich ware es moglich,
wieder eine Fallunterscheidung wie beanzustellen, aber am Ende davon stiinde wieder
der gleiche Term, nur mit einem stattr, Gber das wiederum nichts bekannt ist.

Allerdings istnunber - | i st =? einerekursiveProzedur, und damit ist, wie auch bei rekur-
siven mathematischen Funktionen, Induktion anwendbafdthder leeren Liste ist die
Behauptung bereits bewiesen. Im anderen Fall, also weim Paar aud undr ist, ist
die Induktionsannahmeulassig, also die, dal? die Behauptung bereits auf demrRyst
Ausformuliert sieht die Induktionsannahme so aus:

(nunber-Tist=? [r] [r])
== ...= #t

Das ist aber gerade der Schritt, der am Ende der obigen Redskette fehlt: Damit ist
der Beweis auch schon komplett. Das ist kein Zufall: Da digzBdur der Konstruktions-
anleitung folgt, folgt sie auch der induktiven Struktur \dsten, und der induktive Beweis
ist leicht.

Fir das nachste Mal sollte naturlich die Induktionsannatbereits am Anfang des Be-
weises fur den Fall ,Paar” formuliert werden, damit sofdidrkist, wenn die Annahme
verwendet werden kann.
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10.5.2 Rekursive Programme auf Zahlen

Die Definition vonf act ori al am Anfang von Abschnitt 6.3 folgt der induktiven Definiti-
on der zugrundeliegenden Daten, der natirlichen Zahlemebtsprechend ist der Induk-
tionsbeweis fur dessen Korrektheit einfach. Es ist abescheidend, die zu beweisende
Eigenschaft, welche die Korrektheit voact ori al begrindet, sorgfaltig aufzuschreiben:

Die Prozeduf act ori al soll die Fakultat berechnen, es soll also fiir eine natieli¢hhl
k gelten, falls die Variable ank gebunden ist:

(factorial n)
— ...=— [K!]

(Diese Eigenschatft laft sich nicht sinnvoll rhir - al | hinschreiben, da die mathemati-
sche Fakultat nicht fest eingebaut ist.)

Da es um naturliche Zahlen geht, gibt es zwei F&le:0 undk > 0. Zunéchsk = 0:

(factorial n)

(factorial [K])
(factorial 0)
((lambda (n) ...) 0)
(if (=00) ...)
(if# 1...)
1

P!

I
ey

o1

Im zweiten Fall istkk > 0, also gibt es eine naturliche Zdhinit k=1 + 1. Die Induktions-
annahme ist, dal3 die Behauptung bereitd figwiesen ist, also:

(factorial [I)
= ...= [I!]

Der Beweis sieht so aus:

—

factorial n)

(factorial [k])

((lanbda (n) ...) [k])

if (= 1k[ 0) ...)

if# 1(* ...))

* [k] (factorial (- [k] 1)))
* [k] (factorial [k—1]))
(* K] (factorial [I7))

Mit der Induktionsannahme karfiactorial [l]) ersetzt werden:

(* [K] (factorial [I7))
= ...= (* [Kk| [I!])
[k - 1]

[k - (k=11

[K!T

I ,ﬂ\,ﬂ\’ﬂ\,ﬂ\ﬂ I

I
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Damit ist der Beweis fertig.

Die Technik funktioniert auch mit Beispielen, bei denen ziebeweisende Eigenschaft
nicht so einfach zu sehen ist wie eict ori al .

Die folgende Scheme-Prozedur verrat nicht auf den erstiek,BVas sie berechnet:

(: f (natural -> rational))

(define f
(lanbda (n)
(if (=n0
0
(+ (f (- n1))
(/' 1(*n(+nl)))))))

Tatséchlich berechnet der Prozeduraufruf [k]) fur eine naturliche Zahk die Zahlwkl.
Die Eigenschaft ist plausibel, wie sich miteck- property feststellen laft:
(check- property
(for-all ((k natural))
(= (f k) (I k(+k1)))))

Ein Beweis schafft Sicherheit. Wieder missen die HaHe0 undk > 0 betrachtet werden.
Zunachsk = 0:

(f Tk

= (f 0)

= ((lanbda (n) ...) 0)

= (if (=00) 0...)

= (if # 0 ...)

— 0

= (&g

Fir den Falk > 0 seil € N mit k=1+ 1. Die Induktionsannahme ist die folgende:
(f 1)

— ... = [q]

Dann gilt

(f Tk

— ((lanmbda (n) (if ...)) [K])

= (if (= [k] 0) ...)

= (if # ... (+...))

= (+ (f (- [k] 1)) (/ 1 (* [k] (+ [K] 1))
= (+ (£ [1) (/1 (* [k] (+ [K] 1))))
= .= (+ [pg] (1 (" K (+ [K] 1))
— (+ [gg] (1 1 (* [K] [k+1])))
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Damit die die Behauptung bewiesen.

10.6 Invarianten

Die bisher angewendete Technik fiir den Beweis rekursiverd@iuren mit Induktion funk-
tioniert bei Prozeduren mit Akkumulator nicht mehr direRingenommen, die Korrekt-
heit der endrekursiven Fakuktiitaus Abschnitt 8.1 soll &hnlich die die Korrektheit von
factorial bewiesen werden. Wieder sean eine natirliche Zald gebunden:

(! n

= (! [K])

— ((lanbda (n) ('-helper n 1)) [k])

= (!-hel per [k] 1)

— ((lanbda (n acc) ...) [k] 1)

— (it (= [K] 0) 1 (!-helper (- [K] 1) (* 1 [K])))

Wie beif act ori al mul3 zwischerk = 0 undk > 0 unterschieden werden. Hie 0 geht
es folgendermaf3en weiter:

= (if (= [k] 0) 1 (!-helper (- [k] 1) (* 1 [k])))
— (if # 1 (!-helper (- [k] 1) (* 1 [k])))
=1

Furk = 0O funktioniert also der Beweis. Fr> 0 allerdings verlauft die Reduktion folgen-
dermal3en:

= (if (= [k] 0) 1 (!-helper (- [k] 1) (* 1 [k])))
— (if # 1 (!-helper (- [k] 1) (* 1 [k])))
— (!-helper (- k] 1) (* 1 [Kk]))

Hier gibt es zwar einen rekursiven Aufruf mit Argumént [k] 1), aberder Akkumulator
hat sich auch veréanderDamit ist die naheliegende Induktionsannahmg furel per (-
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[k] 1) [a]) (falls der Wert des Akkumulatoracc a ist) wertlos. Prozeduren mit Akku-
mulator sind also nicht nur schwieriger zu schreiben algyf@™" rekursive Prozeduren —
sie sind auch schwerer zu beweisen.

Stattdessen ist es bei Prozeduren mit Akkumulator nltzéoke Invariante aufzustellen,

also eine Eigenschaft, welche Zwischenergebnis und nodbigtende Arbeit in Bezie-
hung setzt. Wie in Abschnitt 8.1 beschrieben, geht die Fatgdrozedur mit Akkumulator
folgendermalRen vor, ufl  4) auszurechnen:

(1-4)-3)2)-1

Bei jedem rekursiven Aufruf l1ait sich dieser Aufruf in ,gistete Arbeit* (die durch den
Akkumulator reprasentiert ist) und ,noch zu leistende Atfbenterteilen. Zum Beispiel

entsteht ein rekursiver Aufryf! - hel per 2 12), bei der Akkumulator der Wert des un-
terstrichenen Teilaufrufs ist:

((1-4)-3)-2)-1
Es ist zu sehen, daf? die noch zu leistende Arbeit gerade lbesteht, den Akkumulator
noch mit der Fakultat von 2 zu multiplizieren. Wenn bei einsgkursiven Aufruf von
I - hel per der Wert vom kist und der Wert des Akkumulatoes und am Ende die Fakultat

von N berechnet werden soll, dann gilt bei jedem rekursiven Auffuhel per [n] [a])
immer:

a-kl =N!

Dies ist die Invariante voh- hel per und heif3t so, weil sie beim rekursiven Aufruf von
! - hel per unverandert bleibt. Dies ist zunachst nur eine Behauptaingr, wenn sie gelten
sollte, dann folgt daraus automatisch die Korrektheit dez&dur, da bek = 0 gilt:

a-0Ol=a-1=a=N!
Dal3a- k! = N! tatsachlich die Invariante ist, laf3t sich folgendermafdégern:

e Sie qilt fir den ersten Aufruf voh- hel per von!, da dortk =N unda = 1 gilt, also:
a-kl=1-N!I'=N!
e Jeder rekursive Aufruf erhalt die Invariante. Angenomnsa,gilt fir k und a, dann

sind die neuen Werte flkkundaim rekursiven Aufruf(! - hel per (- [n] 1) (* [a]
[k])) geradek— k— 1 unda+— a-n, die Invariante ware also:

(a-k)-(k—=1)! = a-(k-(k—1)!
= a-k
N!

Diese Technik funktioniert auch bei weniger offensichitéo Prozeduren. Hier eine Proze-
dur, die aquivalent ist zu der Prozeduaus Abschnitt 10.5:

; n/(n+l) berechnen
(: f (natural -> natural))
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(define f
(lanbda (n)
(f-helper n 0)))

(define f-hel per
(lanmbda (n acc)
(if (=n0)
acc
(f-helper (- n 1)

—
+

Die Prozedur geht folgendermalf3en vor, um das ErgebnisrériEingaben zu berechnen:
(e — = )+ = oot )
“"ne(n+1)  (n-1)-((n-1)+1)" (n—=2)-(n—-2)+1)" T 1-(1+1)
Diese Summe ist bei jedem rekursiven Aufruf aufgeteilt alm&e von zwei Teilen, z.B.
wie folgt:
(e — = )+ = Voot )
“n-(n+1)  (n—1)-((n-1)+1)" (n—-2)-((n—2)+1)" ~ 1-(1+1)
Der unterstrichene Teil ist gerade der Wert des Akkumusatdie Summe rechts davon der
noch zu berechnende Summand. Wenn die Prozedur tatséeh(ich 1) berechnen sollte,
ist dieser rechte Teil im Beispi¢h— 3)/((n— 3) + 1). Damit ergibt sich die Invariante als

a+n/(n+ 1), wobeia der Wert vonacc ist. Um die Annahme zu beweisen, daf dies die

Invariante ist, muf3 im wesentlichen folgende Gleichungibsen werden:
PRNLLEPY L ek
n+1 n n-(n+1)

Dies ist eine lohnende Fingertibung.

Aufgaben

Aufgabe 10.1 Welche interessanten Eigenschaften hat die Division?efmm Sie diese
als Eigenschaften vahin Scheme auf.

Aufgabe 10.2 Testen Sie den Isomorphismus vour ry unduncurry aus Abschnitt 9.5
mit Hilfe von check- property.

Aufgabe 10.3 Schreiben Sie eine mdglichst vollstandige Liste intenetsseEigenschaften
sowohl der lhnen bekannten arithmetischen Operationeaugls der logischen Operatio-
nen auf. Finden Sie aul3erdem flr jede Operation eine istnes Eigenschaft, digicht
gilt und Uberprifen, ob DrScheme jeweils ein Gegenbeigjpidét.
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Aufgabe 10.4 Versuchen Sie, die Eigenschafts-Tests rfiimber - | i st =? auszutricksen,
also eine fehlerhafte Version vonnber - | i st =? zu schreiben, die alle dreheck- pr operty-
Tests besteht. Dieheck- expect -Tests sind fur diese Aufgabe nicht relevant.

Aufgabe 10.5 Formulieren Sie Eigenschaften vbinl t er undmap im Zusammenhang mit
concat enat e und testen Sie diese.

Aufgabe 10.6 Finden Sie eine prazisere Formulierung der Kommutativibét! i st - sum
als die in Abschnitt 10.2.4, also eine, an der sich die Eigeaif$, dal? die ,Reihenfolge der
Elemente der Liste keine Rolle spielt* klarer zu sehen ist.

Schreiben Sie dazu eine Prozedur, welche die Reihenfolgeleimente einer Liste abhan-
gig von einer nattrlichen Zaml verandert, z.B. indem diste Permutation der Elemente
ausgewahlt wird.

Aufgabe 10.7 Schreiben Sie einetheck- pr oper t y-Test fur folgende Eigenschatft:
(uncurry (curry p2)) = p2

Aufgabe 10.8 Formulieren Sie sinnvolle Eigenschaften vammpose undr epeat aus Ab-
schnitt 9.4 und uberprufen Sie diese wtieck- property!

Aufgabe 10.9 Beweise, dal flr Prozedurgn mit einem Parameter, die einparametrige
Prozeduren zurtickgeben, und Prozedysgmit zwei Parametern gilt:

(curry (uncurry p1)) =p1
(uncurry (curry p2)) =p2

Aufgabe 10.10 Beweisen Sie die entsprechend dem Beweis der Kommutatiatét in
Abschnitt 10.4.1 die Assoziativitat von sowie die Distributivitat vont und* aus Ab-
schnitt 10.1.1.

Aufgabe 10.11 Beweisen Sie, dafl3 die folgende Prozedur natirliche Zahladregrt:

; Quadrat einer Zahl berechnen
(: square (natural -> natural))
(define square
(lanbda (n)
(if (=n0)
0
(+ (square (- n 1))
(- (+nn)1)))))

Formulieren Sie dazu auch eine Eigenschaft und Uberpriiéeti€se mitheck- property.

Aufgabe 10.12 Beweisen Sie, dal’ auch die folgende Prozeduar e natirliche Zahlen
quadriert. Geben Sie die Invariante vequar e- hel per an!
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; Quadrat einer Zahl berechnen
(: square (natural -> natural))
(define square
(lanbda (n)
(square-hel per n 0)))

(define square-hel per
(lanbda (n acc)
(if (=n0)
acc
(square-hel per (- n 1)
(+ acc

(- (+nn) 1))))))

Formulieren Sie dazu auch eine Eigenschaft und Uberpriiéetiese mitheck- property.



